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Objetivos tema:

 Introduccion al tema, glosario y bibliografia.

» Distribuciones de frecuencias.

 Representaciones graficas de la informacion.
Medidas caracteristicas: centralizacion,
dispersion, asimetria y apuntamiento.
Transformaciones de variable aleatoria:
lineales y no lineales.
Muestras multivariantes.
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Medidas caracteristicas

Las medidas caracteristicas de una distribucién de frecuencias son una serie de parametros
asociados a la distribucion que informan sobre propiedades de interés estadistico, esto es,
sobre cémo se distribuyen los resultados de la variable aleatoria. Fundamentalmente son:

e Medidas de la posicion central de la distribucion: medidas que muestran el valor alrededor del

que se centran los resultados, los valores mas probables, los valores centrales de la distribucion ...
Veremos como ejemplos la media, moda, mediana y los percentiles.

e Medidas de la dispersion de la distribucidon: medidas que muestra la variabilidad que presentan
los datos alrededor de sus valores centrales, o como de separados se muestran los datos de sus
medidas de la posicion central. Nos indican la anchura de las distribuciones de la variable aleatoria.

e Medidas de la asimetria de los valores en la distribucidn: medidas que muestran el grado de

simetria alrededor de las medidas de posicidn centrales, esto es, si los valores se distribuyen
homogéneamente o son muy asimétricos.

e Medida de la concentracion de las medidas (apuntamiento o curtosis): medidas que muestran
la concentracion de los datos en valores proximos a las medidas de la posicion central

(fundamentalmente a la media) o si por el contrario se acumulan en los extremos presentando colas
pronunciadas.
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Medidas caracteristicas de centralizacion

Media (aritmética)(muestral): corresponde al promedio de los valores que constituyen la
medida (muestra).

En el caso de una muestra de N medidas con resultados { x,, X, ..., X1, Xy} |a media x sera:

En el caso de variables discretas con valores repetidos, sean {X,, %, ..., X,} los p valores diferentes

de la variable aleatoria que se obtienen con frecuencias relativas f;; [ =1,...,p . Entonces
podremos escribir:

l
f=2fm X#EX i#]
j=1

Y si agrupamos los N resultados en k clases, cada una con frecuencias relativas f;; j=1,...,k
siendo x; los valores de las marcas de clase, entonces:
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Medidas caracteristicas de centralizacion

En general denotaremos la media aritmética mediante

n
i=1

Entendiendo que f; son las frecuencias relativas de los valores x; de la variable aleatoria (marca

de clase, ...). La media aritmética de una muestra es a su vez una variable aleatoria.(*)

También podemos evaluar la media de una funcién g(x) de la variable aleatoria de la forma:

9o = ) fi 90x)
i=1

Notaremos el valor medio de la variable al cuadrado g(x) = x? mediante x2:

n
x2 =) f; x>
=1
Obsérvese que en general:
gx) # g(x)

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO

depende de la distribucion de probabilidad de los datos individuales de la muestra.
DE COMPOSTELA

(*) Si tomamos diferentes muestras de N datos, la media muestral tendra una cierta distribucion de probabilidad que



UNIVERSIDADE |3
DE SANTIAGO \=
DE COMPOSTELA

Medidas caracteristicas de centralizacion

Media geomeétrica: corresponde a la raiz n-ésima del productorio de los valores que
constituyen la medida.

Al ser un productorio esta media se anula si un dato es cero.

En el caso de N medidas con resultados { x,, x,, ..., Xy.1, Xy} |a media geometrica sera:

N 1/N

ng: | |Xi

i=1

Y si agrupamos los N resultados en k marcas de clase, cada una con frecuencias absolutas n;, (con
I moviéndose en este caso de 1 a k), entonces:

1/N

O tomando logaritmos:

k K
_ 1 _
log(xg) = N z n; log(x;) log(xg) = Zfi log(x;)
i=1 i=1
Esto establece que el logaritmo de la media geomeétrica es la media aritmética de una

muestra cuyos datos fueran los logaritmos de los valores de la variable aleatoria con su misma
frecuencia relativa. \3




Medidas caracteristicas de centralizacion

Media cuadratica: corresponde a la raiz cuadrada de la media de los cuadrados de los valores
que constituyen la medida.

1 1/2
fq = I:N (x12 + x22 + -+ XNZ)]

En el caso de N resultados agrupados en k clases, cada una con frecuencias relativas f;, la media

cuadratica es:
K 1/
= 2
%= | fim
i=1

Media armonica: corresponde al inverso de la media de los inversos de los valores que
constituyen la medida.

1 1/1 N 1 . 1

Xg N X1 Xy

XN

2

En el caso de N resultados agrupados en k clases, cada una con frecuencias relativas f;, la media
armonica es: k

Xq 4 Xi Mode
=1
Harmonic mean
. Geometric mean
Se puede demostrar que: 25
Arithmetic mean
- .
i v Quadratic mean |3
— — — — B | |
< < < - /1 |3 E
Xa = g — X = xq Cubic mean ‘I, |
E ml-y
ll '|I\[.J'\'J_.f||
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Medidas caracteristicas de centralizacion

Moda (Md): corresponde al valor mas frecuente en la distribucién. Una muestra puede
tener un unico valor correspondiente a la moda o ser multimodal, esto es, tener una tabla de
frecuencias con varios maximos de igual altura. No es una medida que aporte mucha

informacion sobre la distribucién, pues se obtiene observando el valor mas frecuente, con
independencia del resto de valores.

Md = {x; | f; = max(fy, f2, -, fi)}

Percentil g-ésimo (Pq): corresponde al valor de la variable aleatoria tal que la
frecuencia relativa de todos los valores menores o iguales seaq (0<qg<1).

Los percentiles permiten describir la distribucién de los datos muestrales de forma detallada al
mostrar los valores de la variable en los que se alcanza un determinado valor de la frecuencia

>

acumulada.
q — Z ﬁ | xl S Pq A Frecuencia
i
]5% 25%
. : : 25% 75% \
Algunos percentiles tienen nombre propio:
: = 259 25% 25% %
e Mediana (g = 0,5) 0 Q,. . .
. . Valor de la variable
e Cuartiles primero o Q, (g9 = 0,25) y tercero o Q; (q = 0,75). Minimo Cuarti 1 Mediana Cuartil 3 Maximo
e Deciles primero o D, (g = 0,1), segundo o D, (g =0,2), ... Ny WO B

2
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Medidas caracteristicas de centralizacion

Mediana (Me): corresponde al valor de la variable para el que los datos de
valor inferior son tan frecuentes como los de valor superior.
Corresponde con el percentil g = 0.5, tal y como hemos definido.

La mediana representa una estimacion mas robusta
que la media aritmética para el valor central de la molda
distribucion, ya que la media es mas sensible a

posibles datos atipicos.

50%|50%

|
En una variable aleatoria discreta (por ejemplo) puede mediana
no existir ningun valor de la variable que coincida con
el percentil Pq buscado. Sera, por tanto, necesario
establecer alguna regla de interpolacién que permita
establecer estos percentiles. -
media

"I:R'T}r-—‘ﬁj_ l:J
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Medidas caracteristicas de centralizacion

La obtencion de los percentiles se realiza ordenando los valores de la variable en orden creciente y
construyendo su tabla de frecuencias absolutas acumuladas:

Xp <Xy <0 < Xg {N1, N3, ..., Ny_1, N};

A continuacion se busca el valor la variable aleatoria cuya frecuencia acumulada es mas préoxima a
gN con q el percentil buscado y N el numero de medidas.

En el caso de variable discreta:

1) Si gN es entero, y coincide con una de las frecuencias absolutas acumuladas N; para el valor x;,
entonces el valor del percentil sera

Xt X

2

2) En caso de que no sea entero o no corresponda a ninguna frecuencia N;, entonces estara
comprendido entre dos valores x; y x;,; de la variable, con lo que se tomara el mayor de los dos

qN = Nj; K,

Ny <qN < Niyq; Py = Xiy1
Py =11
g
g P0.8 - 12
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Viedidas caracteristicas de centralizacion

Ejemplo del Contador Geiger

En este caso N = 300

Los cuartiles primero y tercero Q4 (q=1/4)
se obtendran considerando los valores de
75y 225, respectivamente. Entonces:

Q, = 4 (comprende hasta N;= 87)
Q3 = 7 (comprende hasta N; = 23

El percentil q = 14/15 corres

€Ly
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Medidas caracteristicas de centralizacion

En el caso de variable continua:

Consideraremos la variable agrupada en clases [ay, a,) ... [a;—1, a;) ... con marcas de clase x;
y frecuencia absoluta acumulada N; i = 1,2, ..., k.

1) SigN = N; 3ie{1,2,..,k}, entonces el valor del percentil P, sera el extremo superior del
intervalo de la clase correspondiente a;.

2) Enotrocaso, N; < gN < N;, 3i€e{1,2,...,k} se interpola entre los dos valores de las
marcas de clase x; y x; ;1 (*)

qN — N;
Pp=x; + NN (Xi41 — Xi)
i+1 i
my 00
[8y]
g 90
5 5 En este caso: gN = 50; N; = 42; N;, 1 = 63;
70
2 [ _ x; = 3.5; x;,1 =4.5; con lo que P, = 3.88
- L
E NJ2 = G0 foom e oo _. . IORURUNRONY
S 0 Por otro lado Py ¢3 = 5.0
g 30 E
5
3 20
@
E N H H
= U705 1.3 2.5 35 Me 45 5.5 6.5 .
T -_]‘ .—
E |‘ ]
||_‘ 4
(*) Si queremos establecer una definicion de P, sin discontinuidades, entonces ‘|| 1 ;_'I'
alternativamente ‘.Ijl, Q@]::J
p gy NN 'w, ."‘Tf—‘i’ﬁ_ﬂ
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Medidas caracteristicas de dispersion

Varianza muestral: corresponde al promedio del cuadrado de las desviaciones con
respecto a la media muestral.

En el caso de N medidas con resultados { x,, x,, ..., Xy.4, Xy} 0 @agrupandos los N
resultados en k clases, cada una con frecuencias relativas f; i = 1,2, ..., k entonces (*):

N

1 *%

2= > (=0 ()
i=1

k
2= ) fi (o = 07
i=1
La varianza es una cantidad definida positiva. Se puede demostrar de forma sencilla que:

k k k
= ) fila—07= ) fi(q? - 2w+ = ) fixit - # =
i=1 i=1 i=1

Lo que es un importante resultado para el calculo de la varianza muestral, que se utilizara
en multiples ocasiones (lo veréis incluso como definicidn en otras asignaturas).

| 4 | ..I
(*) N.B. Abuso de notacion. El agrupamiento en clases puede modificar significativamente el valor del estadistico media y
varianza muestral.

\3 rms |
\ L ’_(‘j )|
: (**) Veremos mas adelante la necesidad de utilizar N-1 en el denominador en lugar de N para obtener un estimador fiel de
H’g”;‘}fﬁ?ﬁégE la varianza de la poblacion.
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Medidas caracteristicas de dispersion

Desviacion tipica (o estandar) muestral: corresponde a la raiz cuadrada positiva de la
varianza muestral.

N k
s = %;(xi—f)z s = ;fi(xi—f)z

La desviacion tipica tiene la misma dimension que la variable aleatoria. Es una medida del
grado de dispersion de los datos respecto a la media aritmética.

120

- 100 [

80

60

Frecuencia absoluta n

40 ¢

20
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n=11
p=10/11
- x =10.01
s =0.98

Frecuencia absoluta n,
Frecuencia absoluta n

5 10 15

Valor de la variable aleatoria

20

5

10 15
Valor de la variable aleatoria

20

5

10 15 20

Valor de la variable aleatoria

Distribuciones de 1000 datos de variables aleatorias binomiales con
medias iguales y distinta varianza.




Medidas caracteristicas de dispersion

Desigualdad de Tchebychev (Chebyshev)(4e6biwéB): Establece que la frecuencia de
los datos que distan mas de a (@ > 0) veces la desviacion tipica de la media de la
distribucion es inferiora 1/,

1
[l % —x[>as) < 22
Consideremos los dos conjuntos disjuntos de datos:

Ay ={x; | |x; — x| > as} Ay ={x; | |x; — x| < a s}
Podemos escribir la desigualdad como:  £(4,) < iz
a
s? = z fi (0 — 0% + z fi (x; —%)* = z fi (x; — %)% > Z fi a?s? = a?s?f(A,)
Xi€Aq Xi€EAy Xi€Aq Xi€Aq

Es importante darse cuenta de que esta desigualdad es aplicable a cualquier distribucion de
datos de varianza finita y es valida aunque desconozcamos la distribucion de los datos.
A partir de la desigualdad, podemos acotar la frecuencia de los datos en los siguientes intervalos:

f(x—2s,x+ 2s) > 0.75
f(% — 3s,% + 3s) > 0.889
f(X — 4s,% + 4s) > 0.938

f(x—ks,x+ks)>1—1/k? E E
S C &%E‘f‘ﬁ E
E gkt
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Medidas caracteristicas de dispersion

Se denomina rango intercuartilico a la distancia comprendida entre el primer y el tercer
cuartil de la variable aleatoria esto es, al valor R; = Py ;5 — Py 55

Se considera un dato atipico leve el que que se encuentra a mas de 1.5 R; por encima de P, 75 O

por debajo de P, ,s y se considera un dato atipico extremo el que aparece a mas de 3 R; por
encima de P, ;5 0 por debajo de P, ,s.

ILos datos atipicos no deber rechazarse! Es importante revisar lo que ocurre con estos datos,
evaluar sus incertidumbres, posibles errores en el proceso de medida... Pero no se puede

eliminar un dato o un conjunto de datos por separarse de la media o de los valores esperados de
acuerdo a un modelo.

Total Ozone (DU)

ﬁ o

Farman, J., Gardiner, B. & Shanklin, J. Large losses of total ozone in

|___]‘ 3
Antarctica reveal seasonal ClO,/NO, interaction. Nature 315, 207-210 13 E
(1985). https://doi.org/10.1038/315207a0 ‘

Joseph Farman
Geofisico Britanico

14 |
‘Ij|| [Be II-_-:
Por qué diez afos de datos que indicaban el agujero en la capa de ozono |3 ‘Q“*‘L‘""ﬁ.d
HMLADE de la Antartida no fueron considerados antes por los cientificos. - [E
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Medidas caracteristicas de dispersion

Coeficiente de variacion de Pearson (CV). Corresponde a una medida relativa de la

desviacion de la distribucion frente a su valor medio, esto es, de la variabilidad relativa de los
datos de la muestra. Se define como:

Al contrario que la varianza o la desviacién tipica, el coeficiente de variacion de Pearson
(adimensional) evalua la desviacion de la muestra pesada por su valor central, es un indice de

la desviacion relativa de la muestra (i.e. relacion ruido/sefal) (N.B. no es aplicable a
distribuciones con media nula).

50: I m 50— ﬁ_L Enmesh1 =
40 o 1
3,244 w0 3 244
cv== =2.86 B _3 _

L 1,135 C cv 998 9 0,0032
30_ sol j
10— ‘ 10 ‘ L
O_ | 1 | | | 1 1 :_!H _|_|[_\..\.|..\.||.||.\|.|l.\|_||_|.}-

10 &0 992 o994 996 998 1000 1002 1004 1006 1008 1010

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA



Medidas caracteristicas de dispersion

Otras definiciones de interés como medidas caracteristicas de la dispersion de una
distribucién de frecuencias de una variable aleatoria son:

k
DMz =) fily—¥
i=1

Desviacion media con respecto a la media:

K
Desviacion media con respecto a la mediana: DMy, = Zfi |x; — Me)|
i=1

Coeficiente de variacion media (respecto a la media): CVyz = DMz
x|
DMy,
e =]

Coeficiente de variacion media (respecto a la mediana):

Recorrido de la variable: R = max{x;} — min{x;}

_ Py =Py

Recorrido semi-intercuartilico:
Rg = E R, >

SC

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

——— i\
Jolydab bbbl

(Crotbyptl
/
: - -T
— 0
S R Y

/_f?_"“
\e
f'\

Lt gl



Medidas caracteristicas muestrales

Definimos como momento de orden j de una distribucion de frecuencias f; con respecto al
punto (o valor) c como:

k
mi(e) = ) fi (i = )
i=1

Si el punto ¢ = 0 se denominan momentos respecto al origen, m;(0), y cuando ¢ = x momentos
centrales o momentos respecto a la media m;(x).

Muchas de las medidas caracteristicas muestrales se pueden obtener utilizando los momentos de
distinto orden de la distribucién de frecuencias. Por ejemplo:

k k
m(0) =) i) =% m® =) filg-D =0
i=1 i=1

k
M@ =Y filx == 57 my(@ = m;(0) — (my(0))?
i=1
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Medidas caracteristicas de asimetria

Coeficiente de asimetria de Fisher:

Definido como el cociente del momento central de orden 3 de la distribucion de datos sobre la
desviacion tipica al cubo (adimensional)

—Zﬁ (i = 9)° =

Cuando A > 0 la distribucion sera asimétrica positiva (derecha), con una mayor importancia
en el sumatorio de los valores alejados mayores que la media. En el caso de Ar <0 los

valores menores y alejados de la media contribuyen mas (izquierda) y se denomina
asimétrica negativa.

_ ms (x)

Si la distribucion es simétrica, entonces sabemos que A = 0. El reciproco no es cierto, es

decir, aunque Ay = 0 la distribucidén puede ser simétrica o no. En ocasiones se denota al
coeficiente de asimetria de Fisher como y;.

Media «<—f ™
N\ T

Y-‘-Iedi a

N“m
/ ;"/. \\ / ™
1_.:"": \ ‘__x' ‘\_\‘\ .J/! \“«\_
-’ \ ' ~
| =
I 4.3 4 5 € 7 B8 922 5,485 & 78 88 =R 5 &T 88 3 E
Asimetl legativa Simetrica Asimetria positiva 13 H
. B E
& - IR
| T - S
N
3 hl
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Medidas caracteristicas de asimetria

Coeficiente de asimetria de Pearson:
Definido como la media menos la moda dividido por la desviacion tipica (adimensional).

En este caso si Ap > 0 la distribucidn sera asimétrica positiva (izquierda en la figura
inferior), con una moda menor que la media. En el caso de A, < 0 (derecha en la figura
inferior) la moda es mayor que la media y la asimetria se denomina negativa.

0 esta definido en caso de distribuciones multimodales.




Medidas caracteristicas de asimetria

Coeficiente de asimetria de Bowley-Yule:
Definido como la diferencia de las distancias de la mediana (segundo

cuartil) al primer y tercer cuartil dividido por la distancia intercuartilica.

_(P3/4—Me)—(Me—P1/4)_P3/4-|-P1/4 — 2 Me
P3/4-_P1/4- P3/4_P1/4

La asimetria es positiva cuando  (P3,, — Me) > (Me — Py )
mientras que es negativa cuando (P3/4 — Me) < (Me — Py/4)

2z ®
(&) (&)
C - C
[} ABY > 0 o Me
§ P1/4 Me § ABY <0 p P34
II ﬂ—\jm\ II 1/4 /

| |1 l | 1 |

Valor de la variable aleatoria Valor de la variable aleatoria
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Medidas caracteristicas de curtosis

Coeficiente de apuntamiento o curtosis:
Definido como el cociente del momento de cuarto orden respecto a la media dividido por el
cuadrado de la varianza.

_my (x) 1

s4 S4 Zfl (xl - X)4

También denominado a veces [, nos indica la forma de la distribucion de datos en torno a la
media o grado de apuntamiento. Suele tomarse como referencia el coeficiente de apuntamiento de
la distribucion normal o gaussiana g = 3 y por tanto también se define alternativamente el

coeficiente g,:
g2 =9 —3

» Distribuciones leptocurticas (alto apuntamiento) g>36 g,>0

« Distribuciones normo o mesocurticas (apuntamiento
gaussiano)

g=3 96 g,=0

» Distribuciones platicurticas (bajo apuntamiento) g<3 96 g,<0

‘— Leptoctrtica

/\

\h’ Mesocirtica

+ Platicurtica
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Transformaciones de |la variable aleatoria

Cuando realizamos una medida en muchos casos debemos evaluar el valor de una magnitude
indirecta mediante la transformacion functional de los valores obtenidos directamente. En
general, nos planteamos qué le ocurre a la variable aleatoria X cuando la transformamos en

una nueva variable Y tal como

Y = h(X)

Y=a+bX Y = XP Y =log(X) Y =exp(X)

Consideremos un caso particularmente simple con soélo dos valores de la variable aleatoria
x1=0;, =05 «x,=2; f,=05

Tomando simplemente una nueva variable como el cuadrado de la primera
y1 =0, =05 y,=4; £, =05 y=2; s, =2

Obviamente

x=1, s, =1

Y = X?

y# (0% sy # (52)°

En general la transformacion de la variable aleatoria Y = h(X) genera una nueva variable con
una distribucion diferente de la original y las medias y desviaciones tipicas no se transforman

de acuerdo a la misma funcion h.
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Transformaciones de |la variable aleatoria

Consideremos una transformacion lineal de la variable aleatoria
Y=a+bX

Partimos de una variable X con valores {x4, x,, ..., x; } y frecuencias relativas {f, f>, ---, fx},
obteniendo la variable Y con valores {a + b x;,a + b x5, ...,a + b x;. } y frecuencias relativas

Ui for s ficd

k
y Zfl-(a+bxi)=a+bf
i=1

k k .
$2=D fii=9?=) fila+by—a—bD?=b ) fi(—0?=b? s
i=1 i=1 —
Sy = |b|Sx

Observemos que en el caso de una traslacion b = 0 la varianza de la nueva variable no se
modifica y solo se transforma la media. En el caso de un cambio de escala sin traslacion

a = 0 se modifican tanto la media como la varianza.
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Transformaciones de |la variable aleatoria

Si consideramos una transformacion monotona de la variable Y = h(X) (i.e. creciente),

entonces tendremos que
xl<xZ<"'<XR

yi = h(x;) G

V1 <Yz < <Yg

Podremos afirmar que los percentiles de la nueva variable se transforman de acuerdo a la ley
de transformacion de la variable, es decir:

P,(y) = h|P,(x)]
En una transformacion lineal se cumple la condicion de monotonia y por tanto:

y; =a+bx; P,(y) = a+ b F;(x)
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Transformaciones de |la variable aleatoria

Si consideramos una transformacion funcional de la variable Y = h(X) podremos estudiar
algunas aproximaciones respecto a la transformacion de la media y varianza. Desarrollando

esta funcion en serie de Taylor entorno a la media de X

h(z) = h(®) + k' (®)(z — %) + %h”(f) (z— %) + -

k k k k
SOV UORLCOWVELICOWICES +%h"(az);fi (i~ 22 +

i=1

1
y =h(x) + Eh”(f) SxZ + e

. . . 1 = . 0 o —
Si los términos Eh”(x) s,2 + --- son despreciables entonces se puede considerar y ~ h(x)
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el caso de la varianza de la nueva variable transformada teniendo en cuenta que:

h(z) = h(Z) + ' (®)(z — %) + %h”(f) (z— %) + - 7 = h(Z) + %h"(,z) 52 4

k k 2
1 1
$2=D fi0i-97=) f (h(f) FR @)= B 45 '® (= D 4= h(®) = Zh (D) 57 - )

i=1

i 2
2= f (h’(f)(xi R R e Y (R L )

i=1

k k
Sy2 = (h’(f))zzﬁ (xi _ f)z + h’(.f) h”(f) Zfl (xi — f)3+
i=1 i=1
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Distribuciones de frecuencias multivariantes

Al estudiar varias variables aleatorias obtenidas simultaneamente en un
experimento surgen nuevas e importantes propiedades que muestran
las relaciones entre estas variables. Para poder caracterizarlas

introduciremos las muestras y distribuciones de frecuencia multivariantes,

ejemplificando con pares de dos variables, pero entendiendo que estos
resultados se pueden extender a cualquier numero de ellas.

008, .
006 .

004 .7

density value

| |
%, I‘| %f"'_ﬁf{
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Distribuciones de frecuencias multivariantes

Si consideramos dos variables estadisticas X e Y con valores posibles

{x1,x2, ..., xx } ¥ {y1,y2, ..., y1},cada muestra del experimento aleatorio multivariante
proporcionara un par (xi, y;). Se denomina frecuencia absoluta, n;, al nUmero
de veces que aparece el par (xi, y;) en el experimento y se denomina
frecuencia relativa, fi, a la fraccion de veces que se observa el par (xi, y;) en
el total de las medidas realizadas. Podremos construir una tabla de distribucion
de las frecuencias absolutas observadas:

k l
x1 ng1 Nqp .. nlj nqp

i=1j=1
X2 MNz1 N2 nyj ny;
_
=y
Xi nip Ny nl] ny
k1
Xk Ng1 Mgz Ngj - N i=1j=1
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El conjunto de las frecuencias (absolutas o relativas) observadas en un
experimento aleatorio constituyen su distribucion de frecuencias

multivariante (absolutas o relativas).



Distribuciones marginales de frecuencias multivariantes

La distribucion de frecuencia marginal para una variable aleatoria X
dentro de una distribucion multivariante se corresponde con la distribucion de
frecuencias asociada a los posibles valores de la variable X ({x1, x2, ..., xx})
independientemente del valor que tomen el resto de variables aleatorias.

Asi, la distribucion de frecuencia absoluta marginal para la variable X de
la distribucion bivariante X, Y, con valores posibles {x1, xz, ..., xx} €
{¥1,¥2 ..., y1}, sera la serie de valores n, definidos como:

l
Z nij = nxi L = 1,2, ,k 80+ A&iﬂﬂmﬁa
]:1 .. . ..
. :.:.‘:,'.-5'-;'.. -
Analogamente para la variable Y A

* . L] -
i . T Br b, by, o e
60 BARET I 3. R LT
. LAY TR DX AN AT A .
' *u :.“g:«‘,.' r”’.& "'J".-',‘ .
- L .-.._p.::.?,-. -£h:c..o‘$y‘.‘. "

. F N2 ‘9 e . . .
M St < bor N S
40, . . L, ‘,o . hi . .-...,-1--.- .
o e "t R g I
e se et .

20+
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Distribuciones marginales de frecuencias multivariantes

Las distribuciones de frecuencias relativas marginales se definen como
las series de valores {f,., fx,, - fe} Y {0 fyr 0 f,} QUE cumplen:

fx; = N
J=1 j=1
k k
1 n,
fy] = an] —_ J ] = 1,2, ,l fy} = Zfl]
=1

Y verifican las propiedades:

Il k k
N:Z "ij:Z”xiZZ"yj 1=Zzﬁ1=zfxizzfyf
=11 i=1 j=1

k k
j=1i=1 i=1 j=1
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Distribuciones multivariantes

Ejemplo de distribucion multivariante
(lanzamiento de dos dados):

oz 1204 e
25 19 33 32 35 27
22 30 30 19 27 22
30 27 23 37 23 31
22 24 39 27 24 49

32 28 25 15 14 30
42 43 12 34 28 20




Distribuciones multivariantes

Distribuciones de frecuencia marginales
del ejemplo de dos dados.

200

180
160
<7140
120 ¢
100 ¢

80

Frecuencia absoluta n
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Frecuencia absoluta n
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Distribuciones multivariantes: frecuencia condicionada

Para una distribucion multivariante, se definen los valores de frecuencia absoluta condicionada

aY = y; para el valor x; de la variable X como el numero de resultados obtenidos x; enla

variable X condicionadas a que aparezca el valor y; en la variable ¥,
n(x; |Y =y;) =nlx; | y;) =ny

Analogamente para Y
n(y; | X =x) =n(y; | x) =ny

La frecuencia relativa condicionadaa ¥ = y; para el valor x; de la variable X , se define
como la frecuencia absoluta condicionada dividida por la frecuencia marginal de la condicion ny,

fs 1) = 2 = 1

corresponden a las frecuencias relativas de aparicion de X = xi restringidas unicamente al
subconjunto de datos donde Y = y;, y no respecto al total de las observaciones.
_ My i
fyjlx) =—=+
nxi fxi

corresponden a las frecuencias relativas de aparicion de Y = y, restringidas tnicamente al
subconjunto de datos donde X = xi, y no respecto al total de las observaciones.

Analogamente para Y

En general, por tanto:

flly) = f(y | %)
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Distribuciones multivariantes: frecuencia condicionada

recuencia absoluta condicionada Frecuencia relativa condicionac
nij

n(x; | Y = Vi) = n(x; | Yj) = nyj f(x; | yj)=—=
Ny, .
Yj

Oyl =3 =




Distribuciones multivariantes: frecuencia condicionada

oz 123480
25 19 33 32 35 27
22 30 30 19 27 22
30 27 23 37 23 31
22 24 39 27 24 49

32 28 25 15 14 30
42 43 12 34 28 20

ner D1=4 condicionada por que D
n(D1=4,D2=5) 24

fD1 =41D2 =5) = —— = 151

= 0.1589

n(D1=4,D2=75) 24
n(D1=4) 185

= 0.1297

f(D2=5|D1=4) =




rrouciones muitivariantes:

s frecuencias relativas condicionadas de una variable bivariante cumplen las siguientes
piedades

k

L l
_ =1 Nij
§ f(xlly])_ = U E f(yjlxi): ]n =1
j=1 i

My;

fij =y fy, = F | %) £,

W I\II II)II



Distribuciones multivariantes: independencia estadistica

Diremos que se cumple la independencia estadistica de los eventos X = x;
e Y = y; cuando se verifica que:

fily) = f

Como consecuencia de esta afirmacion, tendremos que:

ij fij
f(xi|37j) =fxl- <):>&:fxi<:(>fij:fxifyj <):>]é=ij<):>f(yj|xi) :fyj

fy;

Para dos eventos estadisticamente independientes, la frecuencia relativa del par (xi, y; ) es
igual a la multiplicacion de la frecuencia relativa marginal de x; por la frecuencia

relativa marginal de y; .

Si esta condiciéon se cumple para todo par de eventos de las variables X e Y diremos
que éstas dos variables son estadisticamente independientes.
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Distribuciones multivariantes: representacion grafica

En el caso multivariante, las representaciones graficas de
las distribuciones de frecuencia mas
importantes son:

e Diagramas de dispersion (scatter plot): representacion
sobre ejes coordinados del conjunto de datos mediante un
marcador utilizando los valores de la variable como
coordenadas {(x;,y;)}i =12,...,N

e Diagramas de frecuencia multivariantes entre los que
se encuentran los diagramas de barras, histogramas, ...
tal y como se vio en el caso unidimensional. En este caso,
las frecuencias se asignan a pares {(x;,y;)}i=1, .., kj =
1,...,l de los posibles valores de las variables aleatorias X
e Y que se colocan sobre una superficie, con barras
proporcionales a su frecuencia relativa o absoluta.

Como en el caso unidimensional pueden construirse para
las distribuciones de probabilidad simples o0 acumuladas,
sobre casos discretos u organizando en marcas de clase
las variables continuas, ...

UNIVERSIDADE
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Distribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

Consideremos una variable estadistica bidimensional (X,Y), con posibles valores de la variable

X {x1,x2,...,xx} y de la variable Y {y1, yz, ..., y:}, (ya sea porque se trata de variables discretas o
agrupadas en intervalos de clase), definimos como momento de ordenes r y s respecto al

punto (c,d) como:
l

k
mys(c,d) = Z Zfij (x; — C)T(YJ - d)s
i=1

j=1

Siendo f;; la frecuencia relativa del par (x;, y;)

Cuando (c,d) = (0, 0) se denominan momentos respecto al origen, y en el caso de (¢, d) =
(x, ¥) se denominan momentos respecto a las medias de la distribucion o0 momentos centrales.

Veremos a continuaciéon medidas caracteristicas muestrales multivariantes que se construyen
utilizando los momentos de distinto orden de la distribucidén de frecuencias multivariante.

|2
13 |3
S C i N
| L\ e |4
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‘I-_I‘ L‘ J|I\ k|

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO 13 1
S e

DE COMPOSTELA



DIstribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

La media aritmética de cada variable estadistica que compone la variable bidimensiong
(X,Y), se define como el momento de orden uno respecto al origen para la variable
promediada:




Distribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

La varianza de cada variable estadistica que compone la variable bidimensional
(X,Y), se define como el momento de orden dos respecto al valor medio para cada
variable:

l

k k

— _ 0
sE=mpEd)= ) > fiy (- —d)’ =)
i=1j=1 i=1j

l l

k k
$5=moa(e ) = ) ¥ fiy Ci= (=9 =) ) fyy =9 = ) fy, (- 5)’
i=1 j=1

=1 i=1j=1




rirouciones muitivariantes: meaidas caracteristicas

La covarianza de una variable aleatoria bidimensional(X,Y), se define como el momentc
orden 1,1 respecto al valor medio de ambas variables:

k1
cov(x,y) = ml’l(f, y) = Z Zfij (x; — f)l(}’j - 3_’)1

i=1j=1

arianza puede desarrollarse como:

cov(x,y) = zz:fij (i =) (yj—¥) =

i=1j=
ko1
z zfljxin

i=1j=1
cov(x,y) =Xy — Xy

k 1
SC g(x,y) =ZZ ij 9(Xi, ¥;)
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Distribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

La covarianza tiene las siguientes propiedades:
cov(x,y) = cov(x,y)

cov(x,x) = s2 cov(y,y) = sj

cov(a + bx,c + dy) = bd cov(x,y) a,b,c,d € R

Si las dos variables aleatorias son independientes, esto es, se cumple que:

fl] = fxi fyj Vl,_]

X,Y variables aleatorias independientes = cov(x,y) =0
cov(x,y) = 0 # X,Y variables aleatorias independientes




La covarianza indica el grado de correlacion entre las variables aleatorias:

‘. WE FOUND THIS CORRELATION
SALES | (NTHE DATA. EVERYONE

T USED T THINK, THEN I Togk A & :‘ TAKE A RAZOR.
CORRELATION IMPUED | | STATISTICS CLASs. . % 2)
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Distribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

Como la covarianza no es invariante ante cambios de escala (ver transformacion lineal),
se introduce el coeficiente de correlacidn lineal entre variables estadisticas (X,Y)
como:

cov(x,y) _ 21 Zj=1fij (i =) (3, = 7)
\/Z?:l fxi(xi - f)z \/Z;=1 fyj(.Vj _ )_’)2

r(x,y) =

Sx Sy

oeficiente de correlacion lineal es adimensional e invariante ante cambios ¢

—1<r(xy) <1

0.8




Distribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

Veamos que se verifica que el coeficiente de correlacion lineal entre variables
estadisticas (X,Y) esta acotado entre -1 y 1:

—1<r(xy) <1

l
fij [(xz - f) -6 ()’j — }7)]2 >0 Para cualquier § € R

-3

k
i=1j=1

Si desarrollamos esta expresion:
S=s;+6%s;—268cov(x,y) =0

_ cov(x,y)

Basta tomar: >
Sy

sy = [cov(x,y)]?

Para obtener: Sx Sy
Y por lo tanto: 1> cov(x,y) I] .'q
S Sx Sy ™
® i
I‘.I _l" L‘k JI\I j
= Ay =
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Distribuciones multivariantes: medidas caracteristicas

Podemos ver que si coeficiente de correlacion lineal entre variables estadisticas
(X,Y) es -1 o 1 existe una relacion lineal entre ambas variables:

Si consideramos una variable aleatoria de la forma:
s?(x + Ay) = sg + A%sy + 2 A cov(x, y)
Supongamos que (se demuestra igual en el caso -1):
r(x,y) =1 = cov(x,y) = sxs,
Por lo tanto:

2
s2(x +Ay) =sZ+ %2+ 25,5, = (sy +1sy)

Basta tomar:

A==/,

Para obtener que:

s?(x+1y) =0
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Regresion lineal y covarianza

Consideremos una muestra de N datos de una variable aleatoria bivariante (X,Y) de la

forma {(x1, v1); (x2,¥2); ...; (xn, Yn)} sobre la que consideramos la hipotesis de que existe una
cierta relacion lineal que las describe:

Y=a+ bX

Los datos estan sujetos a ciertas fuentes de incertidumbre, de modo que, si aceptamos
la hipétesis de su descripcidon mediante una regresion lineal, intentaremos encontrar los

valores de los parametros a y b mas verosimiles teniendo en cuenta los resultados
experimentales.

Estableceremos como medida de
P verosimilitud:

N
L(a,b) = z()’i — a — bx;)?
=1

| Pensando que los valores de a y b mas

funcion.

DE COMPOSTELA

| verosimiles son los que hacen menor esta
I



Regresion lineal y covarianza

Si buscamos el minimo de la funcién de verosimilitud (funcion objetivo), en este caso:

3 N N
0=£L(a,b) = Zyi=aN+b in
1=1 =1

a N N N
0 =%L(a,b) = in}’i =a in +b szz
i=1 1 i=1

=

aciones para los parametros de la regresion lineal pueden ser

xy = (y — bx) ¥ + b x?

SC
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Regresion lineal y covarianza

Esto arroja como parametros mas verosimiles de la regresion:

= Xy —Xy _ cov(x,y) __ cov(x,y) _
2—(®? s YT

Observemos que la covarianza nos indica el signo de la pendiente y determina su valor junto
con la varianza de la abcisa. Si la covarianza es nula, entonces la pendiente de la recta es nula.

El valor del intercepto en el origen depende tanto de la covarianza como de los valores medios
de abcisas y ordenadas.

Un cambio de origen de coordenadas no modifica la covarianza ni la varianza de las

coordenadas x ey, por tanto, no altera el valor de la pendiente b, mientras que si altera el valor
del parametro a.

: b
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e Covarilanza

Si consideramos tres variables aleatorias X, Y, Z, podremos definir los valores medios y
varianzas de modo analogo al caso bidimensional:

Sx

cov(x,y) cov(x,z)
M = cov(x,y) S5 cov(y, z)

cov(x,z) cov(y,z) sz




Matriz de covarianza

En el caso de tener N variables aleatorias X4, ..., Xy, podremos definir los valores medios
y varianzas de modo general:

E = Z z ".zﬁliZ"'ik'"iN xlk k = 1, . _,N
i1 12 iN
—\2
S'%k = Z Z ".z‘filiZ-"ik---iN (xlk - xk) k = 1' . .’N
i1 i2 iN

cov(xg, Xp) = Z Z Z fisigisenipin (Xie = %) (xip - @) kp=1,.,N
PR

1zas multidimensional sera:

sz, cov(xg,xz) .. cov(xy, Xp)
cov(x,,x1) S)%Z e COV(X2, X)
M = | cov(xs,x;) cov(xz, xy) " cov(xsz, Xy)
cov(xy,x1) cov(xy,xy) S}%N

SC
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